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Реферат. Отметили, что в применении беспилотных технологий важную роль играет планирование пути агрегата. Машинно-
тракторные агрегаты (МТА), оснащенные автоматизированными системами управления и навесными сельскохозяйствен-
ными машинами, способны выполнять оригинальные способы движения и повороты на поле, в том числе реверсивное дви-
жение на склонах. На мелкоконтурных участках процент холостых ходов достаточно велик, и за счет минимизации пути 
или времени поворота можно увеличить производительность агротехнических приемов. (Цель исследования) Рассчитать 
оптимальный поворот при реверсивном движении автоматизированного машинно-тракторного агрегата. (Материалы и 
методы) Расчет оптимального движения на поворотной полосе для повышения эксплуатационной эффективности МТА 
является важной частью планирования маршрута. На ограниченном пространстве расчет оптимальной траектории пово-
рота представляет собой сложную задачу динамической нелинейной оптимизации, трудно разрешимую традиционными 
численными методами. Рассмотрены дифференциальные уравнения Лагранжа второго рода для криволинейного движе-
ния МТА в декартовой системе. Однако решения этой системы уравнений, определяющие семейство «игольчатых разво-
ротов» реверсивного движения, будут постоянно ограничены. Для расчета короткого поворота в ограниченных условиях 
использовался метод оптимизации поворотной полосы. (Результаты и обсуждение) Разработаны кинематические модели 
МТА с роторной косилкой и сформулированы проблемы оптимизации движения на поворотной полосе с учетом эксплуа-
тационных ограничений. Рассмотрены сценарии поворота от симметричного до несимметричного игольчатого и выбран 
оптимальный. Благодаря интеграции модели МТА в технологический процесс путем оптимизации на сельскохозяйствен-
ном участке был получен и рассчитан для заданных условий эксплуатации альтернативный вариант – фасонный поворот с 
определенными параметрами. (Выводы) Аналитические исследования автоматизированного МТА с косилкой показали, что 
значения эксплуатационных и геометрических показателей для фасонного поворота укладываются в минимальную шири-
ну разворота 3,65 метра и длину пути 7,74 метра (характеристики мини-трактора «Уралец 22» и роторной косилки Н-17).
Ключевые слова: машинно-тракторный агрегат, движение, оптимизация поворота, реверсивный способ, автоматизация. 

Для цитирования: Годжаев З.А., Васильев С.А., Мишин С.А., Максимов Е.А., Филиппов В.П. Опти-
мизация поворота при реверсивном движении автоматизированного машинно-тракторного агрегата // 
Сельскохозяйственные машины и технологии. 2026. Т. 20. N1. С. 37-44. DOI: 10.22314/2073-7599-2026-20-
1-37-44. EDN: KVUPDW. 

Scientific article

Optimization of Turning Maneuvers in Reversible Motion of an Automated 

Agricultural Machine-Tractor Unit

Zakhid A. Godzhaev1, 
Dr.Sc.(Eng.), professor, corresponding member of the 
Russian academy of sciences, e-mail: fic51@mail.ru;

Sergey A. Vasiliev2,3, 
Dr.Sc.(Eng.), head of the department,
e-mail: vsa_21@mail.ru;



3838
 СЕЛЬСКОХОЗЯЙСТВЕННЫЕ МАШИНЫ И ТЕХНОЛОГИИ • Том 20 • N 1 • 2026 AGRICULTURAL MACHINERY AND TECHNOLOGIES • Volume 20 • N 1 • 2026 

ИННОВАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ И ОБОРУДОВАНИЕ INNOVATIVE TECHNOLOGIES AND EQUIPMENT

Автоматизированное планирование пути про-
хождения машинно-тракторного агрегата 
при работе на сельскохозяйственных полях 

имеет важное значение. Это относится, в частности, 
к движению на поворотной полосе [1], которое долж-
но выполняться за минимальное время в ограничен-
ных условиях [2]. Управление поворотом может спо-
собствовать экономии времени и топлива, а также 
более высокой эффективности использования поля 
при запланированной рациональной траектории [3]. 
В связи с этим оптимизация траектории сельскохо-
зяйственных машин с автоматическими системами 
управления разворотом на полосе представляет со-
бой актуальный аспект (Годжаев З.А., Шевцов В.Г., 
Измайлов А.Ю. и др. Концепция создания семей-
ства сельскохозяйственных мобильных энергосредств 
с комплексами адаптивных машин и агрегатов до 
2030 года. М.: ВИМ. 2024. 86 с.).

Из-за сложности модели движения машинно- 
тракторного агрегата (МТА) алгоритмы линейной 
оптимизации непригодны для решения данной задачи 
[4]. Для планирования траектории неголономных 
мобильных энергетических средств исследовались 
различные схемы нелинейной оптимизации [5]. В 
частности, изучались субоптимальные (почти оп-
тимальные) методы, комбинирующие дискретную 
выборку пространства состояний с последующей 
численной оптимизацией или сглаживанием траек-
тории; к ним относятся, например, алгоритм частич-
ного сокращения [6] и расширяемый мета-алгоритм 
[7]. Кроме того, разрабатывались асимптотически 
оптимальные планировщики. Например, теорети-
чески анализировалась схема планирования и ди-
намического перепланирования на основе выборки 
[8], а также рассматривались и оценивались мето-
ды учета динамических ограничений [9].
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Abstract. Path planning is a crucial component in the application of unmanned agricultural technologies. Machine-tractor units 
(MTAs) equipped with automated control systems and mounted agricultural implements are capable of executing non-standard 
motion trajectories and turning maneuvers under fi eld conditions, including reversible motion on sloped terrain. On small-
contour plots, the proportion of idle travel is relatively high; therefore, reducing travel distance or turning time can increase the 
productivity of agrotechnical operations. (Research purpose) To calculate the optimal turning maneuver during reversible motion 
of an automated machine-tractor unit. (Materials and methods) The calculation of optimal motion within the turning zone is a 
key element of route planning aimed at improving the operational effi  ciency of a machine–tractor unit (MTA). Under constrained 
headland conditions, optimization of the turning trajectory becomes a complex dynamic nonlinear problem that is diffi  cult to 
solve using traditional numerical methods. The study considered Lagrange’s second-order diff erential equations describing the 
curvilinear motion of a machine-tractor unit (MTA) in Cartesian coordinates. However, the solutions of this system of equations, 
which defi ne a family of “needle turns” for reversible motion, are inherently constrained. Therefore, to compute a short turn under 
constrained conditions, a turning zone optimization method was used. (Results and discussion) The study led to the development 
of kinematic models of a machine-tractor unit (MTA) equipped with a rotary mower and to the formulation of motion optimization 
problems within the turning zone under operational constraints. Turning scenarios ranging from symmetric to asymmetric needle 
turns were evaluated, and the optimal confi guration was identifi ed. Integration of the machine-tractor unit (MTA) model into the 
technological workfl ow enabled the calculation of an alternative turning option, a shaped turn with specifi c parameters for the 
given operating conditions. (Conclusions) Analytical studies of the automated agricultural machine–tractor unit (MTA) with a 
rotary mower demonstrated that the geometric and performance parameters of the shaped turn fall within a minimum turning width 
of 3.65 meters and a path length of 7.74 meters, corresponding to the technical characteristics of the Uralets 22 mini-tractor and 
the N-17 rotary mower.
Keywords: machine-tractor unit (MTA), motion, turn optimization, reversible mode, automation.
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В наших исследованиях были предложены оп-
тимизированные перемещения МТА на сельскохо-
зяйственном поле [10, 11]. Для склоновых земель, 
изрезанных оврагами и балками, установлена воз-
можность сокращения времени выполнения сель-
скохозяйственных операций до 23% [12]. 

Задачу численной оптимизации траектории пе-
ремещения МТА решают двумя методами: косвен-
ным и прямым [13]. Косвенные методы требуют 
аналитического вывода необходимых условий оп-
тимальности из вариационного исчисления, что ве-
дет к введению дополнительных (сопряженных) пе-
ременных. Однако при их использовании итоговая 
система, включающая дифференциальные уравне-
ния, граничные условия и ограничения, часто пред-
ставляет собой сложный математический аппарат.

Прямые решения преобразуют проблему в зада-
чу нелинейного программирования, которая ин-
терпретируется из задачи непрерывного оптималь-
ного управления в задачу оптимизации параметров 
[14, 15]. По сравнению с косвенными методами пря-
мые методы значительно развились, как отмечает-
ся в [16], и используются в коммерческих продук-
тах для управления техникой.

Известно, что на мелкоконтурных участках про-
цент холостых ходов достаточно велик, поэтому 
можно увеличить эксплуатационную эффектив-
ность МТА за счет минимизации времени или пу-
ти при повороте [17]. МТА, оснащенные автомати-
зированными системами управления и навесными 
сельскохозяйственными машинами, могут выпол-
нять оригинальные способы движения и повороты, 
в том числе реверсивное движение на склонах 
(Измайлов А.Ю., Кряжков В.М., Антышев Н.М. и 
др. Концепция модернизации сельскохозяйствен-
ных тракторов и тракторного парка России на пе-
риод до 2020 года. М.: ВИМ. 2012. 56 с.). 

ЦЕЛЬ ИССЛЕДОВАНИЙ. Рассчитать оптимальный 
поворот при реверсивном способе движения авто-
матизированного сельскохозяйственного машин-
но-тракторного агрегата для повышения эксплуа-
тационной эффективности.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ. Реверсивное движение 
МТА выполняется преимущественно при механи-
зированных работах в особо сложных условиях, та-
ких как проведение агротехнических и лесовосста-
новительных операций на склоновых землях и др. 
Поворот при реверсивном движении на поворот-
ной полосе сельскохозяйственного участка можно 
представить в виде общей схемы на рисунке 1. 

В данном случае поворотная полоса расположе-
на между двумя «запрещенными» зонами, за их 
границы можно принять параллельные прямые ли-
нии. Предполагается, что МТА проедет от началь-
ной точки 1 до конечной точки 2, расположенные 
на нижней граничной линии. В процессе поворота 

траектория ограничивается зоной разворота, и въезд 
МТА в запрещенные зоны недопустим. При таком 
сценарии цели оптимизации следующие:

• минимальная ширина поворотной полосы L*; 
• минимальный путь на повороте; 
• минимальное время воздействия на рулевое 

колесо t.
На разворотной полосе МТА обычно движется 

на относительно низких скоростях, чтобы избежать 
ситуации недостаточной поворачиваемости. При 
таком допущении состояние системы будет незна-
чительно изменяться в процессе поворота, посколь-
ку динамика МТА может быть несколько ограни-
чена. В кинематической модели МТА будем пред-
полагать, что шины колес движутся в том 
направлении, в котором они повернуты. Кроме того, 
реакция трактора на рулевое управление будет опре-
деляться только геометрическими параметрами. 

Рассмотрим модель криволинейного движения 
на разворотной полосе. Используя уравнения 
Лагранжа второго рода, можно рассмотреть зако-
номерности движения МТА:

, (1)

где Т – кинетическая энергия, Дж; qi – обобщенные 
координаты, м; q̇i – производные от обобщенных 
координат по времени, м/с;  Qi – обобщенные силы, Н.

Применительно к рассматриваемому случаю 
криволинейного перемещения целесообразно ис-
пользовать обобщенные координаты: переменную 
продольную х, переменную поперечную у, а также 

Рис. 1. Схема поворота при реверсивном движении ма-
шинно-тракторного агрегата  на поворотной полосе 
Fig. 1. Kinematic diagram of a reversible turning maneuver 
of the machine–tractor unit on the headland strip
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угол расположения продольной оси МТА относи-
тельно оси ОХ. Для криволинейного движения МТА 
на разворотной полосе уравнения Лагранжа второ-
го рода в декартовой системе координат могут быть 
записаны в виде системы из трех дифференциаль-
ных уравнений второго порядка с тремя неизвест-
ными: 

 
(2)

где m – масса МТА, кг; l1 – расстояние от передней 
оси до центра тяжести МТА, м; l2 – расстояние от 
задней оси до центра тяжести МТА, м; α и β – углы 
наклона МТА, град; Ркр – крюковое усилие, Н; Рf – 
сила сопротивления качению колес, Н; В – колея 
колес, м; lкр – расстояние от задней оси до сцепно-
го устройства, м; МС – момент силы сопротивления 
повороту, Н/м. 

Для нашего случая одним из оптимизируемых 
параметров при решении системы уравнений (2) 
будет ширина разворотной полосы. Предлагаемый 
игольчатый поворот – это обычный вид поворота 
для реверсивного способа движения, при котором 
минимальный радиус поворота МТА определяет 
длину пути. Повышение эффективности использо-
вания всей площади сельскохозяйственного участ-
ка требует максимального сужения поворотной по-
лосы, а это в свою очередь затрудняет разворот при 
выходе на следующий гон. Поэтому решения си-
стемы (2), определяющие семейство игольчатых 
разворотов, будут постоянно ограничены.

Основным ограничителем выступает невозмож-
ность уменьшить радиус разворота техники, сле-
довательно, увеличить кривизну траектории, что 
превращает траекторию в набор сопряженных дуг 
окружности. 

Однако, несмотря на жестко заданные пределы 
изменения значения кривизны траектории МТА, 
для получения достоверного результата остается 

возможность варьировать интервалы, в которых 
можно «переключить» значение радиуса разворо-
та на противоположное. 

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ. Поскольку в иссле-
довании выбрана модель для МТА в составе мини- 
трактора «Уралец 224» и роторной косилки Н-17, то 
приняты фиксированные параметры этих машин. 
Задача оптимальных временных затрат на поворо-
те эквивалентна задаче о кратчайшей траектории 
МТА. Так как скорость будем считать постоянной, 
то угол поворота служит единственным управля-
ющим параметром. 

Решим аналитическим методом задачу о крат-
чайшей траектории при постоянной скорости с ис-
пользованием геометрического представления по-
воротов МТА: симметричного, несимметричного 
и фасонного (фигурного) (рис. 2).

Рис. 2. Схемы игольчатых поворотов при реверсивном 
движении МТА на поворотной полосе: a – симметрич-
ный; b – несимметричный; c – фасонный
Fig. 2. Kinematic diagrams of needle turns for reversible 
motion of the machine-tractor unit on the headland strip: 
a – symmetric; b – asymmetric; c – shaped

Минимальный радиус поворота достигается за 
счет колесной базы и максимального угла поворо-
та управляемых колес трактора:

, (3)

где l – колесная база трактора, м; θ – максимальный 
угол поворота управляемых колес трактора, град.

Разобьем траекторию пути в процессе симме-
тричного игольчатого поворота на этапы. Четыре 
«фазы» можно увидеть на схеме управления углом 
поворота рулевого колеса (рис. 2а). Трактор внача-
ле поворачивает вправо, затем влево, далее выпол-
няет симметричные действия, совершая поворот в 
форме иглы, и завершает трек. 

Таким образом, траектория поворота состоит из 
четырех дуг окружности, соответствующих углу γ 
для минимального радиуса разворота R. Тогда ми-
нимальное расстояние от границы разворотной по-
лосы до задней навески трактира будет определять-
ся по выражению:

L = 2R sinγ, (4)
где L – минимальное расстояние от границы разво-
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ротной полосы до задней навески МТА, м; γ – угол, 
соответствующий дуге, лежащей на окружности 
минимального радиуса поворота МТА, град.

При этом согласно схемы (рис. 2а) выполняется 
условие:

, (5)

где Н – расстояние между смежными проходами, м.
В итоге получим выражение:

. (6)

Общая траектория симметричного игольчатого 
поворота имеет длину

S = 4Rγ. (7)
Принимая во внимание геометрические разме-

ры МТА, задаем входящие параметры: минималь-
ный радиус разворота – 4 м, расстояние между смеж-
ными проходами с минимальным перекрытием – 
1,3 м. По результатам расчета минимальное 
расстояние от границы разворотной полосы до зад-
ней навески трактора при симметричном игольча-
том повороте составит 3,16 м, центральный угол – 
23°, общая длина пути – 6,49 м.

На второй схеме (рис. 2b) траектория несиммет-
ричного поворота состоит из прямой и двух дуг 
окружности, соответствующих центральному углу 
γ (во втором случае γ = 33°). При этом выполняется 
условие:

. (8)

В итоге получим выражение:

. (9)

Также принимая во внимание геометрические 
размеры МТА, получим минимальное расстояние 
от границы разворотной полосы до задней навески 
трактора при несимметричном игольчатом поворо-
те, равное 4,37 м, и общую длину пути – 8,97 м.

Рассмотрим далее некоторый частный случай 
(рис. 2c), когда трактор начинает поворот после то-
го, как проехал по прямой некоторое расстояние x. 
Общий путь МТА складывается из четырех частей:

S = S1 + S2 + S3 + S4, (10)
где S1, S2, S3 и S4 – части пути, определяемые соот-
ветственно прямолинейным движением, при пово-
роте налево, при повороте направо и при повороте 
снова налево, м.

Из расчетной схемы (рис. 3) фасонного игольча-
того поворота МТА можем записать: 

, (11)

, (12)

, (13)

, (14)

где х – расстояние, пройденное при прямолиней-
ном движении, м; α и δ – расчетные углы, град.

Рис. 3. Расчетная схема фасонного игольчатого пово-
рота МТА на поворотной полосе 
Fig. 3. Design diagram of a shaped needle turn of the machine-
tractor unit on the headland strip

Найдем выражение для пути фасонного иголь-
чатого поворота на поворотной полосе:

. (15)
После преобразований по формулам (9), (10) и (11) 

получаем, что общий путь является функцией от x:

. (16)

Аналогично по тем же формулам определяем 
ширину разворотной полосы как функцию от x:

. (17)

Найдем производные от функций S(x) и L(x) по 
переменной x:

, (18)

. (19)
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Приравниваем выражения (18) и (19) к нулю для 
нахождения экстремальных точек. Графики функ-
ций S(x) и L(x) с найденными точками минимумов 
представлены на рисунке 4.

Таким образом, анализ функций на экстремум 
показывает, что они обе имеют минимумы (причем 
различные), которые численно определяется при 
подстановке реальных значений H = 1,3 м и R = 4 м, 
соответствующих рассматриваемому случаю. 

В итоге минимальное значение пути на разво-
ротной полосе S(2,35) ≈ 7,74 м; разворотная полоса 
L(2,35) ≈ 3,67 м. Если же минимизируется не путь, 
а ширина разворотной полосы, то S(2,06) ≈ 7,78 м; 
разворотная полоса L(2,06) ≈ 3,65 м. В данном слу-
чае различия практически несущественные и рас-
стояние x, пройденное при прямолинейном движе-
нии, может быть выбрано из интервала 2,06-2,35 м.

Рассмотрение вопросов оптимизации процессов 
управления МТА позволит решать проблемы фор-
мирования парка сельскохозяйственных тракторов 
[17, 18] и повысить уровень интеллектуальных тех-
нологий точного земледелия [19, 20].

ВЫВОДЫ. Исследована возможность использо-
вания методов оптимизации для решения задачи 
короткого поворота в ограниченных условиях по-
воротной полосы. Рассмотрены дифференциаль-
ные уравнения Лагранжа второго рода для криво-
линейного движения МТА на разворотной полосе 
в декартовой системе. Разработаны кинематичес-
кие модели МТА с роторной косилкой и сформули-
рованы проблемы оптимизации поворота на пово-
ротной полосе путем включения его модели и уче-
та эксплуатационных ограничений. Рассмотрены 
сценарии поворота на поворотной полосе при ре-
версивном движении – от симметричного до несим-
метричного игольчатого поворота и выбран опти-
мальный способ для МТА с роторной косилкой. 

Интеграция модели МТА и реализация процес-
са оптимизации на сельскохозяйственном участке 
позволили получить альтернативный вариант – 
фасонный поворот с определенными параметрами 
при заданных условиях эксплуатации. Аналитичес-
кие исследования автоматизированного сельскохо-
зяйственного МТА с косилкой (приняты характе-
ристики мини-трактора «Уралец 224» и роторной 
косилки Н-17) показали, что значения эксплуата-
ционных и геометрических показателей для фасон-
ного поворота укладываются в минимальную ши-
рину разворота, равную 3,65 м и длину пути – 7,74 м.

Рис. 4. Графики функций S(x) и L(x)
Fig. 4. Graphs of S(x) and L(x) functions
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